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INTRODUGAO

A teoria de Lie, que engloba em particular as algebras de Lie e os grupos de Lie, é uma teoria muito interessante e
atraente. O interesse nessa teoria vem do fato de prover ferramentas para resolver problemas em diversas areas como
EDO, dinamica, geometria estocastica, geometria algébrica, teoria de representacoes e combinatdria. A atragdo vem
da beleza escondida em técnicas nem sempre aparentes a primeira vista, como por exemplo os diagramas de Dynkin.

O interesse em grupos de Lie surgiu naturalmente dos estudos de S. Lie sobre simetrias de equacoes diferenciais.
Em particular, o grupo de transformacoes lineares inversiveis de um espago vetorial complexo de dimensao finita é
um grupo de Lie, denotado por GL,. A geometria desses grupos, sendo uma de suas facetas mais importantes, é
amplamente estudada. Essa geometria, no entanto é bastante intrincada. Sua estrutura intrincada motivou o estudo
de certas aproximagoes lineares, as dlgebras de Lie. Essas dlgebras, por sua vez, apesar de admitirem desenvolvimento
maior e mais rapido, também nao sao completamente compreendidas.

Uma das ferramentas para entender dlgebras de Lie é a sua teoria de representagoes. As dlgebras de Lie sdo espagos
tangentes a grupos de Lie. Sua importancia intuitiva é que esses espagos, que tém uma rica estrutura algébrica, sao
uma aproximacao linear aos grupos de Lie. Desta forma, propriedades locais dos grupos de Lie podem ser obtidas
através das dlgebras de Lie associadas a eles. Além disso, por ser um espago vetorial, as dlgebras de Lie nos permitem
estudar objetos nao lineares, os grupos de Lie, usando ferramentas mais basicas, de algebra linear.

A teoria de representacoes é notoriamente usada como ferramenta para estudar diversos objetos. Um exemplo deste

fenémeno é o classico Teorema de Cayley, apresentado no primeiro curso de teoria de grupos. Esse teorema afirma
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que todo grupo finito é isomorfo a um subgrupo do grupo de permutacoes em n letras, para um numero natural n
suficientemente grande (cf. [Her64, §9, Theorem 2.F]). Um outro exemplo desse fenémeno é a realizagdo geométrica
dos grupos de Coxeter, que afirma que todo grupo de Coxeter finito pode ser realizado como grupo de reflexoes de
algum espago vetorial de dimensao finita (cf. [Hum90, Proposition 5.3]).

Uma das ferramentas usadas para entender os grupos de Lie sao as variedades bandeira. Em particular, a inducao de
propriedades geométricas dessa variedade bandeira para o grupo de Lie é uma ferramenta muito usada para entender
o grupo a partir da variedade. E interessante observar que variedades bandeira generalizam alguns exemplos de
variedades muito conhecidos na matemdtica. O primeiro exemplo é o espago projetivo P (n > 1), que é o espago
formado por subespagos lineares de dimenséo 1 (retas) em um certo espago vetorial de dimensao n+ 1. Outro exemplo
é a variedade Grassmanniana Gr(k,n), 1 < k < n, que é o espago de subespagos k-dimensionais em um espaco vetorial
n-dimensional.

Essas notas sao baseadas em um curso dado na VI Bienal da SBM. O interesse em apresentar esse material veio
do interesse dos autores em apresentar a conexao entre as teorias de algebras e grupos de Lie sobre os corpos R e C
de maneira unificada e elementar (via exemplos). Além disso, ndo é de nosso conhecimento, até agora, nenhum texto
que trate desse assunto usando a abordagem proposta aqui.

Apesar de tentador nds nao iremos entrar em detalhes sobre dindmica, variedades quiver, grupos quénticos ou
propriedades (co)homoldgicas durante essas aulas. O nosso objetivo principal é a demonstracdo de um teorema que
afirma que as variedades bandeira G/B sdo variedades projetivas. Isto serd feito através da utilizagdo da teoria
de representacoes e se d4 no contexto das variedades complexas. Um objetivo subjacente consiste em estabeler este
resultado para as variedades bandeira reais o que se traduz em identifica-las a certas subvariedades do espago projetivo.
A passagem do contexto complexo para o real ilustra a mudanca do ponto de vista algébrico para o diferencial.

Durante o curso, nés vamos mostrar como podemos obter informacoes de diversos objetos conhecidos, como essas
variedades bandeira, quando vistos de mais de um ponto de vista. Isso mostra, de certa maneira, como a teoria de Lie

é interdisciplinar dentro da matematica.

1. PRIMEIRA AULA

1.1. Algebras de Lie: Definicoes basicas.

Definicao 1.1. Seja k um corpo. Uma dlgebra de Lie sobre k é um k-espago vetorial g munido de uma transformagao
linear [, ]: g ® g — g satisfazendo
(1) [x,x] =0, para todo x € g;
(i) [x[y,z]] = [[x,y],2] + |y, [x, Z]], para quaisquer x,y,z € g.
Essa transformacao [, | é chamada de colchete de Lie.
Uma subdlgebra de Lie de uma algebra de Lie g é um k-subespaco vetorial de g que, quando munido do colchete de

Lie induzido de g, é uma algebra de Lie.

Observacgao 1.2.
(1) Quando o corpo k é de caracteristica diferente de 2, a primeira condi¢do da Definigdo 1.1 é equivalente a
[x,y] = =y, x|, V x,y € g. Por isso tal condi¢ao é chamada de anticomutatividade.
(2) A segunda condigdo da Defini¢do 1.1 é chamada de identidade de Jacobi.
(3) Neste mini-curso, nds sé iremos considerar algebras de Lie de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica

Z€ero.

Exemplo 1.3.
(1) Todo k-espago vetorial V' munido do colchete de Lie definido por [v,w] =0,V v,w € V, é uma algebra de Lie.
Tal colchete é chamados de trivial e uma algebra de Lie munida de um colchete trivial é chamada de abeliana.
(2) Dado um espago vetorial V' de dimenséo n € N, o conjunto de endomorfismos lineares T': V' — V pode ser
identificado com o conjunto de matrizes de ordem n sobre k. Denotando esse conjunto por gl,, (k) e definindo

um colchete por [A, B] = AB — BA, para quaisquer A, B € gl (k), nés obtemos uma dlgebra de Lie.
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(3) O subconjunto de gl, (k) formado pelas matrizes de trago zero é uma subdlgebra de gl,(k), denotada por
sl (k).

(4) Dado um k-espago vetorial 2n-dimensional munido de uma forma bilinear antissimétrica e nao degenerada,
o subconjunto de gl,, (k) formado pelas matrizes que preservam essa forma bilinear é uma dlgebra de Lie,
denotada por sp,,, (k).

(5) O subconjunto de gl,,(k) formado pelas matrizes triangulares superiores é a subdlgebra de gl, (k), denotada
por t, (k).

(6) O subconjunto de sl;(k) formado pelas matrizes estritamente triangulares superiores é a subélgebra de sl (k),
denotada por ny(k).

(7) O subconjunto de gl, (k) formado pelas matrizes diagonais é a subélgebra de gl (k), denotada por 9, (k).

Os exemplos (3), (4) sdo dois exemplos das chamadas dlgebras de Lie cldssicas.

Exercicio 1.4.

(1) Mostre que toda dlgebra de Lie de dimensao 1 é abeliana.

(2) Dada uma &lgebra de Lie g de dimenséo 2 nao abeliana, mostre que existem vetores x,y € g, tais que, como
k-espagos vetoriais, g ~ kx @ ky e o colchete de g é dado por [x,y] = x.

(3) Dado um k-espago vetorial de dimensao n, munido de uma forma bilinear simétrica e ndo degenerada. Mos-
tre que o subconjunto de gl,,(k) formadado pelos endomorfismos que preservam essa forma bilinear é uma
subalgebra de Lie de gl,, (k). Essa subdlgebra é denotada por so, (k).

(4) Dada uma k-algebra associativa A, defina um colchete da seguinte forma: [a,b] := ab — ba, para quaisquer
a,b € A. Denote por Lie(A) o espago vetorial A, munido deste colchete. Mostre que Lie(A) é uma dlgebra de
Lie.

Observacao 1.5. Uma &lgebra de Lie g, munida do colchete de Lie, nao é uma &lgebra associativa, pois, em geral,
g nao é um anel associativo nem comutativo, nem tem unidade. Mas se consideramos o colchete de Lie como uma
“multiplicacao” no espago vetorial g, obtem-se um “anel” onde a anticomutatividade substitui a comutatividade e a
identidade de Jacobi substitui a associatividade.

Existe uma algebra associativa e com unidade, que, em um certo sentido, substitui g. Essa dlgebra U(g) é chamada
dlgebra universal envelopante e ela satisfaz a seguinte propriedade universal. Existe um homomorfismo de algebras de
Liet:g s Lie(U(g)), tal que, para toda dlgebra associativa A e todo morfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — Lie(A),

existe um dnico morfismo de dlgebras associativas ¢ : U(g) — A, que comuta o seguinte diagrama

Definigao 1.6. Sejam g e h duas algebras de Lie sobre o corpo k. Uma transformagao k-linear ¢ : ¢ — h é um

morfismo de algebras de Lie quando ¢([x,y]) = [¢(x), (y)] para quaisquer x,y € g.

Exemplo 1.7.

(1) Categoria. E facil ver que id : g — g é um morfismo entre dlgebras de Lie. Também é ficil ver que, dadas trés
algebras de Lie g, g4, g5 € dois morfismos entre algebras de Lie 1 : gy — g5 € @2 : g5 — g5, & composicao de
morfismos (2 0 1) : g; — g5 é também um morfismo entre dlgebras de Lie.

(2) Teorema de Ado. Para toda &lgebra de Lie g, existe n € N, tal que existe um morfismo injetivo de dlgebras
de Lie ¢ : g — gl,, (k).

(3) Representagao adjunta. Considere a dlgebra de Lie g. Como o colchete é uma fun¢ao bilinear em g, fixando-se

a primeira entrada, induz-se uma transformacao linear em g definida por

g

[X’ ] ‘g
y [x, ]
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Podemos definir um morfismo de dlgebras de Lie ad : g — gl(g) dado por ad(x) = [x,-]. Essa transformagao
linear é chamada de adjunta.

(4) Automorfismo de Cartan. Considere a dlgebra de Lie sla(k) e uma base dada por

0 1 1 0 0 0
X = , h= e y= .
0 0 0 -1 1 0
A transformagao linear w : sly(k) — slz(k), definida por w(x) = —y, w(h) = —h, w(y) = —x, é um morfismo de
algebras de Lie.
Definigao 1.8. Seja ¢ : g; — g5 um morfismo entre dlgebras de Lie.
(a) O nicleo de ¢ é definido como o conjunto ker ¢ = {x € g; | p(x) = 0}.

(b) A imagem de ¢ é definida como o conjunto im(¢) = {y € g, | I x € g;, tal que p(x) =y}.

Definicao 1.9. Seja g uma dlgebra de Lie. Um subespago vetorial I C g é um ideal quando [i,x] € I para quaisquer
1 € I e x € g. Nesse caso, define-se a dlgebra de Lie quociente de g por I como o espago vetorial quociente g/I, com o

colchete de Lie definido por [x + I,y + I] = [x,y] + I, para quaisquer x,y € g.

Teorema 1.10 (do isomorfismo). Se ¢ : g — h é um morfismo de &dlgebras de Lie, entdo ker(p) é um ideal de g e

existe um isomorfismo de dlgebras de Lie g/ ker(p) — im(y).
Demonstrag¢ao. A primeira parte segue do fato de que, se x,y € g e x € ker(p), ou seja p(x) = 0, entdo

(%, y]) = [0(x), o(y)] = [0,0(y)] = 0.

Para provar a segunda parte, considere o morfismo ¢ : g/ ker(p) — im(p) dado explicitamente por &(x + ker(y)) =
©(x), para cada x + ker(¢) € g/ker(p). Do Teorema do Isomorfismo para espagos vetoriais, segue que £ é um
isomorfismo de k-espagos vetoriais. Portanto basta mostrar que £ é um morfismo de dlgebras de Lie. Para quaisquer
(x+ker(p)), (y + ker(p)) € g/ ker(p), nés temos

E([x +ker(yp),y +ker(p)]) = &([x, y] + ker(y))

= @([X’ Y])

[p(x), (y)]
= [E(x + ker(p)), £(y + ker(p))]. u

1.2. Algebras de Lie semissimples. A partir desta secdo vamos assumir que k = R, C e que toda dlgebra de Lie

tem dimensao finita.

Definicao 1.11. Uma algebra de Lie é chamada de simples, quando dimg > 1 e g nao possui ideais préprios e nao
triviais. Uma &lgebra de Lie é chamada de semissimples se nao existem ideais (0) # I C g abelianos (como algebras
de Lie).

Exemplo 1.12.
(1) Toda dlgebra de Lie simples é semissimples. Mas nem toda algebra de Lie seimissimples é simples. De fato,
se dimg < 1, entao g é semissimples, mas nao é simples.
(2) Nenhuma 4lgebra de Lie abeliana é simples. De fato, se dim g = 1, entdo, por defini¢do, g ndo é simples. Se
dim g > 1, entdo qualquer vetor x € g \ (0) gera um ideal abeliano kx C g néo trivial.
(3) A élgebra de Lie gl,, (k) ndo é semissimples, pois a subdlgebra kid C gl,,(k) forma um ideal abeliano nao
trivial.

(4) As algebras de Lie sl, (k) e sp,, (k) sdo simples.

Definicao 1.13. Sejam g uma algebra de Lie e (, ) uma forma bilinear em g. A forma bilinear (, ) é dita invariante
quando (x, [y,z]) = ([x,y],z) para quaisquer x,y,z € g. O radical de (, ) é o conjunto {g € g | (g,x) =0, V x € g}.
Uma forma bilinear simétrica é dita nao degenerada quando o seu radical é nulo.
A forma bilinear definida por (x,y) = Tr(ad(x) o ad(y)), V x,y € g, é chamada de forma de Cartan-Killing em g
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Proposigcao 1.14.
(i) A forma de Cartan-Killing é simétrica e invariante.
(#9) Uma algebra de Lie é semissimples se, e somente se, a forma de Cartan-Killing é ndo degenerada.
(7i1) Se g é uma algebra de Lie semissimples, entao existem ideais simples (como dlgebras de Lie), I3, ..., I; C g, tais
que g =11 & ... 8 I;. Todo ideal simples de g coincide com algum I}, j € {1,...,1}. A forma de Cartan-Killing

em I; é a restricao da forma em g x g para I; x I;,V j € {1,...,1}.

1.3. Algebras torais e decomposicao de Cartan complexa. Nesta se¢ao, vamos fixar k = C. Vamos comecar

relembrando uma definicao dada no curso de dlgebra linear.

Definigao 1.15. Seja V um C-espaco vetorial de dimensao finita. Uma transformagao linear T': V' — V é chamada

de semissimples quando T for diagonalizavel, e de nilpotente quando existir n € N, tal que T = 0.

A préxima proposigao é conhecida como Teorema de Jordan. A decomposicido dos endomorfismos de V' (descrita
nesta proposigdo) em uma soma de um endomorfismo semissimples e um nilpotente é chamada de decomposicao de
Jordan-Chevalley.

Proposigao 1.16. Sejam V um C-espago vetorial de dimensao finita e x : V' — V uma transformagao linear. Entao:
(1) Existem duas transformagoes lineares, xg,x, : V. — V, satisfazendo x = x5 + x,,, onde x4 é semissimples, x,, é
nilpotente e x; comuta com X,,.
(2) Tais x,, e x5 s@o Unicas.
(3) Se U C W C V forem dois subespagos de V e x(W) C U, entdo xs(W),x, (W) C U.

Demonstrag¢ao. [Hum78, Proposition 4.2] |

Observe que a representacio adjunta define, para cada x € g, um endomorfismo de g, dado por ad(x). Portanto é

possivel considerar na decomposicdo de Jordan-Chevalley de ad(x).

Proposic¢ao 1.17. Sejam g uma dlgebra de Lie semissimples e x € g. Se ad(x) = ad(x)s + ad(x),, é a decomposigao
de Jordan-Chevalley de ad(x), entao ad(x)s,ad(x), € im(ad) e existem unicos s,n € g, tais que ad(x), = ad(n) e
ad(x)s = ad(s).

Demonstra¢ao. [Hum78, §6.4] [ |

Definicao 1.18. Sejam g uma dlgebra de Lie, x € g e ad(x) = ad(s) + ad(n) a decomposicao de Jordan-Chevalley de

ad(x). Defina a decomposi¢cio de Jordan-Chevalley de x € g como x = s + n, onde s é chamado de parte semissimples

e n é chamado de parte nilpotente de x. Além disso, x é chamado de nilpotente se s = 0 e de semissimples se n = 0.
Define-se uma subdlgebra toral mazimal de g como uma subdlgebra maximal (no sentido da inclusao) dentre as

subalgebras de g que consistem somente de elementos semissimples.
Exercicio 1.19. Mostre que a subélgebra toral maximal de sl,(C) é o subconjunto de matrizes diagonais.
Lema 1.20. Se g é semissimples, entao existe uma subdlgebra toral maximal nao nula.

Demonstragdo. Considere o subconjunto S = {s € g | s = x,, para algum x € g}. Como g é semissimples S é nao
vazio. De fato, se S fosse vazio, todo elemento x € g seria ad-nilpotente e consequentemente nilpotente (cf. [Hum?78,
Theorem 3.2 (Engel)]). Como o conjunto S nao é vazio, a familia de subélgebras torais de g também é nao vazio.
De fato, qualquer Cs com s € S é abeliana. Portanto podemos usar o Lema de Zorn e obter uma subalgebra toral

maximal contida em g. |
Proposigao 1.21. Toda subdlgebra toral maximal de uma &lgebra de Lie é abeliana e
Ng(h) :={xeg|xh €bhVhebh}=h.

Demonstrag¢do. [Hum78, Corollary 15.3] [ |
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Proposicao 1.22 (Decomposicao de Cartan complexa). Se g é uma dlgebra de Lie e h uma subélgebra toral maximal
de g, entdo existem um conjunto finito ® C h* e subdlgebras de Lie g, C g, para cada « € @, tais que g se decompde
da seguinte forma:

g:h@@ga-

acd

Demonstragao. Considere a representagao adjunta de g, ad : g — gl(g). Usando o fato que todos os elementos de b
sdo semissimples, temos que ad(h) € gl(g) sdo todos diagondlizaveis. Como eles comutam, podemos mudar a base de
g de tal forma que ad(h) sejam todos simultaneamente diagonais.

Para cada funcional a € §*, considere o conjunto g, = {x € g | ad(h)(x) = a(h)x, para todo h € h}. Pela identidade
de Jacobi, g, é uma subdlgebra de g, para cada o € h*. Observe que, como § é abeliana, g, = h. Entao considere o
subconjunto ® = {a € h* \ {0} | g, # (0)}.

Como existe uma base de g na qual todos os elementos de h sao diagonalizados simultaneamente, nés temos que

g=ho (®a€¢ga)~ |
Os elementos de ® sao chamados de raizes de g.

1.4. Decomposigao de Cartan para algebras reais. No caso em que k = R, é também possivel obter uma decom-
posicao de g em auto-espagos de raizes a semelhanca da Proposi¢ao 1.22. Entretanto, como R nao é algebricamente
fechado, nao existe um resultado andlogo a Proposicao 1.16 que garanta a existéncia de elementos semissimples.

Vamos apresentar abaixo o roteiro de como proceder no caso das dlgebras semissimples reais.

Definicao 1.23. Sejam V e W espacos vetoriais complexo e real, respectivamente.

(1) O realificado de V é o espaco vetorial real V® obtido de V por restricdo dos escalares a R.

(2) O complexificado de W é o espaco vetorial complexo W& = W +iW = {u+iv | u,v € W}.

(3) Uma estrutura complera em W é uma transformacao linear J : W — W que satisfaz J? = —id.

(4) Uma conjugacdo em V é uma transformacio linear o : V — V que satisfaz 02 = id e o(\w) = Aw, para

quaisquer A€ Cew e V.

Exemplo 1.24.

(1) Suponha que V =C" e {v1,...,v,} seja uma base para V. O realificado de V', como conjunto, é V, e, como
espaco vetorial, é isomorfo a R*", com uma R-base dada por {v1,101, ..., Upn,i0p }.

(2) Suponha que W = R", com base {ws,...,w,}. O complexificado de W, como conjunto é W x iW, e, como
espago vetrorial, é W & i{W ~ C", com uma C-base dada por {wy,...,w,}.

Observagao 1.25.
(1) Observe que o realificado de um espago vetorial complexo tem uma estrutura complexa canonica. Por exemplo,
o realificado de V = C", admite a estrutura complexa dada por J(v) = iv para todo v € V.

(2) A conjugagdo usual dos nimeros complexos induzida em um espago vetorial complexificado

o:(WaiW) — (WailW)

v+iw — v — 1w

é claramente uma conjugagcao.
(3) Dado um espaco vetorial complexo V, o espaco vetorial realificado V¥ munido de uma estrutura complexa
J determina uma estrutura de espago vetorial complexo em V definindo a multiplicagao por escalares como
(a+ib)v =av+bJ(v),a,beReveV.
(4) Dado um espaco vetorial real, o espaco vetorial complexificado W© munido de uma conjugacio o determina
um espaco vetorial real Wy dado pelo subespaco dos pontos fixos de o, Wy = {w € W€ | o(w) = w}.
Em suma, espagos vetoriais complexos estao em bije¢cao com espacos vetoriais reais providos de uma estrutura com-
plexa e, reciprocamente, existe uma bijecao entre as conjugacoes de um espago vetorial complexo V' e seus subespacos

reais que se complexificam em V.



Definigao 1.26. Considere uma algebra complexa g e ¢ uma conjugacao. A conjugacao o : g — g é chamada de

antiautomorfismo quando o[x,y| = [ox,0Y], X,y € g.

Observe que o subespaco real dos pontos fixos de um antiautomorfismo é uma subéalgebra de g®. Assim, dado um

antiautomorfismo o em g, a dlgebra real g, = {x € g | 0(x) = x} tem por complexificada a dlgebra complexa g.

Definicao 1.27. Seja g uma &lgebra complexa. Uma forma real de g é uma subalgebra g, de g® que é o subespaco

dos pontos fixos de um antiautomorfismo. Neste caso, g é o complexificado de g,.

Exemplo 1.28. Tome g = sl,,(C). Se o for a conjugacdo usual de nimeros complexos em cada entrada das matrizes
de g, entdo gy = sl,(R). Se ¢ for dada por o(A) = —Zt, entdo ¢ é um antiautomorfismo de g e g, = 50, (C) é uma

forma real de sl, (C).
Definicao 1.29. Uma &lgebra de Lie sobre R é dita compacta se sua forma de Cartan-Killing é negativa-definida.
O proximo teorema segue da decomposigao obtida pela Proposicao 1.22.
Teorema 1.30. Toda algebra semissimples complexa admite uma forma real compacta.
Demonstragao. [Sanl0, Teorema 12.13] |

Teorema 1.31. Seja g, uma forma real de uma algebra semissimples complexa. Seja u uma forma real compacta.

Entao g, se decompde como gy =€@ponde t=gyNuep=gniu.
Demonstragdo. [Sanl0, Segao 12.3] [ |

Esta decomposicao também é conhecida por decomposicao de Cartan. Os colchetes entre os elementos da decom-

posicdo de Cartan satisfazem

egce , [EplCp e [pp]CE

Exemplo 1.32. A decomposicao de Cartan é inspirada na decomposi¢ao do espaco de matrizes em soma direta do
espaco de matrizes anti-simétricas e das matrizes simétricas. Tomando g = sl,(C), uma forma real compacta é a
algebra de Lie u = su(n) = {X € g[,,(C) : X + X! =0 e tr(X) = 0}. Se g, = sl,(R) entdo g, Nu é a subélgebra das
matrizes que anti-hermitianas e reais, isto é, a subdlgebra so,,(R) das matrizes anti-simétricas enquanto g, Niu é o
subespaco das matrizes reais x tais que ix é anti-hermitiana e, portanto, é o subespago s das matrizes simétricas. Em

suma, s, (R) = s0,(R) @ s é uma decomposi¢ao de Cartan.

Proposicao 1.33. Seja gy = £ @ s uma decomposicao de Cartan. Entao:

e O automorfismo involutivo 6 definido por §(x) = x se x € £ e O(y) = —y se x € p é tal que a forma bilinear
By(x,y) = —(x,0y) é um produto interno em g.

e A matriz ad(x), x € ¢, é anti-simétrica em relagao a By enquanto ad(y), y € p, é simétrica.
Demonstragdo. [Sanl0, Teorema 12.22] ]

Agora, seja a C p uma subdlgebra abeliana, maximal em p. Ela é quem desempenha nas &dlgebras reais o papel
da subalgebra de Cartan nas algebras complexas. Como a C s, pela Proposicao 1.33, as adjuntas de seus elementos
sdo simétricas em relagdo ao produto interno By e, portanto, o conjunto {ad(h) : h € a} é uma familia de operadores

auto-adjuntos de g, simultaneamente diagonalizaveis com autovalores sao reais. Seja a € a* e considere o subespago
g, = {x € gy | ad(h)x = a(h)x paratodo h € a}.

O funcional a # 0 é chamado de raiz restrita de g, em relacao a a caso g, # 0. Vamos denotar o conjunto de raizes

restritas por X. O funcional nulo também aparece como um peso da representacao. Denotando m o subespaco de peso

9():m@@9a~
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1.5. Representagoes de algebras de Lie simples.

Definicao 1.34. Seja g uma &lgebra de Lie sobre um corpo k. Uma representacao de g em um k-espago vetorial V' é
um morfismo de dlgebras de Lie p: g — gl(V).
Uma representagao p : g — gl(V) é dita redutivel, quando existe um subespaco vetorial nao trivial W C V| tal que

p(x)w € W, para todo w € W e x € g. Caso contrério, a representacao é chamada de irredutivel.

Observagao 1.35. Considere uma representacao p : g — gl(V') de uma élgebra de Lie g.

(1) A dimensdo de V é chamada de dimensdo da representagdo p. Neste mini-curso nés sé consideraremos
representacoes de dimensao finita.

(2) Se p for injetora, entdo a representagao é dita fiel. Pelo Teorema do isomorfismo (Teorema 1.10), ndo ha perda
de generalidade em considerarmos apenas representagoes fiéis. De fato, se p : g — gl(V') é uma representagéo
e I = ker(p), entdo p : g/I — gl(V) também é uma representacdo. Pela demonstracdo do Teorema 1.10,
p(x+ I) = p(x) e esta representagao p ¢ fiel.

(3) As representagoes irredutiveis sdo como dtomos para construcao de representagoes de g. De fato toda repre-
sentagao p : g — gl(V) de dimensao finita de uma algebra de Lie simples e de dimensao finita sobre C, pode ser
decomposta da seguinte forma. Existem subespacos nao triviais V1,...,V,, CV, taisque V=V ®...®V,,

e pi : g — gl(V;) sdo representagoes irredutiveis para cada i = 1,...,m (cf. [Hun78, Theorem 6.3]).

Exemplo 1.36.
(1) Para toda &lgebra de Lie g, a adjunta (definida no Exemplo 1.7.3) é uma representagao ad : g — gl(g). Além
disso, g é simples se, e somente se, ad é fiel.
(2) Se g é uma subédlgebra de Lie de gl,, (k), entdo existe uma representacao natural de g em um espago vetorial
n-dimensional ¢ : g C » gl(k").

Teorema 1.37. Para cada n € N, existe uma representacao irredutivel de sl (k) de dimensao (n + 1).

Demonstragao. Considere slz(k) com uma base dada por

() =00 5) e -(00)

1 o4 .
= k"*!. N6s vamos construir uma base e descrever como p(x), p(h)

Para cada n € N, considere o espago vetorial L(n)
e p(y) transformam essa base em L(n).

Primeiro, vamos denotar a base de L(n) por {eg,e1,...,€en}.
e Para cadai=0,1,...,n, definimos p(h)e; = (n — 2i)e;.
e Sei=0,1,...,(n—1), definimos p(y)e; = (i + 1)e;+1 e, definimos p(y)e,, = 0.
e Por fim, se i = 1,...,n, definimos p(x)e; = (n — i + 1)e;_1 e, definimos p(x)eg = 0.
Vamos verificar que isso de fato define uma representagao de sly(k). Primeiro observe que p é, por defini¢do, uma
transformacao linear. Portanto basta mostrar que pla,b] = p(a)p(b) — p(b)p(a), para quaisquer a,b € g. Como o

colchete [—, —] é bilinear, basta mostrar para os elementos da base de sl (k).

Por um lado

plx;h)ei = p(=2x)e;

= —2p(x)e;

—2(n—i+ 1)e;_1.
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Por outro lado
p(x)p(h)ei — p(h)p(x)e; = p(x)(n — 2i)e; — p(h)(n — i+ 1)e;1
=Mn—-20)(n—1i+1)e;_1
—(n—20—1)(n—i+1)e;_1
(n—2i)—(n—2i+2))(n—i+ 1)e;—1

- 2(7’1 — 1+ 1)61'—1-

Por um lado

Por outro lado
p()p(y)e; — p(y)p(x)e; = p(x) (i + L)eirr — p(y)(n — i+ 1)ei
=m—00G+1e; — (n—i+ 1)ie;
=m(i+1)—i(i+1) —ni+ (i —1)i)e;
= (n — 2i)e;.
Por um lado
p([h,y)ei = p(=2y)e;
== —2(2 + 1)ei+1.
Por outro lado
p(h)p(y)es — ply)p(h)ei = p(h)(i + 1)eirs — p(y)(n — 2i)e;
(n—20+ 1)@+ e
— (Z + 1)(n — 2i)€i+1

- 2(2 + 1)€i+1. |

Dada uma algebra de Lie semissimples g, existe um subconjunto P+ C h*, chamado de reticulado de pesos domi-
nantes, tal que, para cada A\ € P, existe uma tnica representacao irredutivel p : g — gl(L(\)). Toda representagao
irredutivel é da forma L(\) e a construcao de tais representacoes irredutiveis é andloga a de sly (cf. [Hum?78, Corollary
21.2)).

2. SEGUNDA AULA

A partir desta aula vamos fixar k = R, C.

2.1. Variedades e Aplicagoes Diferenciaveis. Vamos primeiro relembrar algumas definigoes de topologia. Vamos
fixar que todo espago topoldgico é um espaco Hausdorff e que possui uma base enumeravel de abertos para a topologia.

Nesta secao, vamos fixar k = R.

Definicao 2.1. Um espaco localmente euclideano de dimensao d é um espago topolégico M em que, para cada ponto
p € M, existem um aberto U, C M, p € U,, e um homeomorfismo ¢, : U, = V}, onde V,, é um aberto de R?. O par

(Up, ¢p) é chamado de sistema de coordenadas no ponto p.

Definigdo 2.2. Seja M um espaco localmente euclidiano de dimensdo d. Uma estrutura diferencidvel de classe C*,
1<k < oo, em M é uma colecao de sistemas de coordenadas C = {(U;, ¢;) | i € I} que satisfaz:
(1) {U; | i € I} é uma cobertura de M, isto é, M = U;e;U;.

(2) As fungdes (¢; 0 ¢; Yo, (U NU;) — ¢:(U; N U;) sio de classe C* para quaisquer i, j € I.
9



(3) A colecdo C é maximal: se (U, ¢) é um sistema de coordenadas com a propriedade de que ¢ o ¢;1 epjop?
sdo de classe CF para todo i € I entdo (U, ¢) € C.
Uma variedade diferencidvel de dimensao d é um par (M,C). As fungdes (¢; o ¢;1)i7jej sao chamadas de fungoes de

transigdo. As variedades diferencidveis de classe C*° sdo chamadas de variedades suaves.

Observagao 2.3. A primeira condigdo garante que, para todo ponto p € M, existe um aberto U; C M, i € I, tal que
p € U; e U; 6 homeomorfo a um aberto de R A segunda e a terceira condigoes garantem que a escolha de tal U; nao
é muito importante. De fato, para toda tal escolha, podemos mudar o sistema de coordenadas de maneira C*.

Em resumo, a definicao acima garante que, mesmo do ponto de vista diferenciavel, podemos sempre considerar

localmente uma variedade suave como um R

Definigcao 2.4. Sejam M e N duas variedades suaves.

(1) Uma funcio f : M — R é dita diferencidvel se fo @1 for de classe C* para todos os sistemas de coordenadas
(U, ¢). Denotaremos por C* (M) ao conjunto de fungdes diferencidveis f : M — R.

(2) Uma funcio F : M — N ¢é dita diferencidvel se (7 o F o ¢~1) for de classe C> para todos os sistemas de
coordenadas (U, ¢) de M e (V,7) de N.

(3) Uma funcao diferencidvel F': M — N bijetora com inversa diferencidvel é chamada de difeomorfismo.

Observe que C* (M) é um anel com a multiplicagdo dada por

fg- M — R
p — f(p)a(p),

para quaisquer f,g € C*(M). Vamos chamé-lo de anel de coordenadas de M.

Exemplo 2.5.

(1) R™ é uma variedade diferencidvel com estrutura diferencidvel determinada pela cole¢ao de coordenadas maxi-
mal que contém o sistema de coordenadas (R™,1d), onde Id : R™ — R™ é a aplicagao identidade.

(2) Espagos vetoriais. Em particular, o espago das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes reais, M, (R),
é uma variedade n?-dimensional.

(3) Um subconjunto aberto de R™. Mais geralmente, um subconjunto aberto de uma variedade n-dimensional é
uma variedade n-dimensional.

(4) O grupo geral linear GL, (R) formado pelas matrizes invertiveis é uma variedade n>-dimensional visto como

um subconjunto aberto dentro da variedade n2-dimensional M, (R).

2.2. Variedades Algébricas. Nesta secao vamos fixar k = C e vamos construir objetos analogos as variedades

diferencidveis sob um contexto mais algébrico.

Definigdo 2.6. Para cada n € N, defina o espago afim n-dimensional A" := k™. Um subconjunto V' C A™ é dito
fechado, quando existe um ideal I C k[x1,...,z,] tal que V = {a € A" | p(a) = 0, para todo p € I}. Um subconjunto

fechado de um espaco afim é dito uma variedade afim.

Observe que a defini¢ao acima define uma topologia em cada espago afim. Além disso, cada variedade afim é munida

naturalmente de uma topologia induzida do espago afim.

Definicao 2.7. Seja X = {a € A" | p(a) = 0,para todo p € I} C A" uma variedade afim. Um subconjunto ¥ C X
é dito fechado se existir um ideal J C k[z1,...,2,], I C J, tal que Y = {a € A" | p(a) = 0, para todo p € J}. Essa

topologia é chamada de topologia de Zariski.

Exemplo 2.8. (1) Cada A™ é uma variedade algébrica. Em geral, todo espaco vetorial de dimensao finita, V,
pode ser visto como uma variedade algébrica afim de dimensao dim V.
(2) Em particular, dlgebras de Lie de dimensédo finita sdo variedades algébricas afins. O espago das matrizes

quadradas de ordem n, M, (k), é uma variedade n?-dimensional.
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(3) Considere o polinémio po(z,y) = 2% + y? € Clz,y]. O conjunto de zeros desse polinémio é Vo = {(z,y) €
C? |22+ =0} ={(z,y) €eC* |z +y =0} U{(z,y) € C* | z — y = 0}, uma unido (ndo disjunta) de duas
retas. Agora considere o polinémio p;(z,y) = 2% + y*> — 1 € Clx,y]. O conjunto de zeros desse polinémio é

Vi = {(z,y) € C* | 22 + y? = 1}, ou seja, uma esfera.

Definigao 2.9. Sejam X C A" e Y C A™ duas variedades algébricas afins. Uma fungao f : X — Y é dita regular se

exitirem p1,...,pm € K[z1,...,2,] tais que

flxr, o oyzn) = (1(x1, s Zn)y e oy D (X1, ooy Tn))-

Um isomorfismo de variedades algébricas é uma fungao regular com inversa regular. O conjunto de fungoes regulares
f:X — A" é denotado por k[X] e é chamado de anel de coordenadas de X.

Observe que tais fungoes sao continuas de acordo com a topologia introduzida acima, ja que a imagem inversa de

fechados é fechado.

Exemplo 2.10. Os subconjuntos abertos de variedades algébricas nao sao imediatamente variedades algébricas. Mas

nos podemos identificé-las com certas variedades.

(1) Considere o aberto C\ {0} C A' e considere a variedade algébrica Y = {(z,y) € A® | 2y = 1} C A%. A fungio
f:Y — A' dada por f(z,y) = z é regular e que ela induz um isomorfismo entre C\ {0} e Y.

(2) Os grupos geral linear GL,,(C) sao isomorfos a uma variedade algébrica afim da seguinte forma. Considere
V = {(ag,a;5) € A1 | apdet(a;;) = 1}. E facil ver que V é uma variedade algébrica afim, pois det é um
polinémio nas entradas (a;;). Além disso, a fungao ¢ : GL,(C) — V dada por ¢(A) = (det(a)™', A) é um

isomorfismo entre V' e GL, (C).

Exemplo 2.11. (1) Para todo n > 0, o anel de coordenadas k[A"] é isomorfo a k[zy,...,x,]. De fato, as
fungoes regulares f : A" — k s@o identificadas com polinémios f(x1,...,x,) = p(z1,...,2,), para algum
p €K[z1,..., 2]

(2) Se V. ={a € A" | p(a) = 0} para algum polinémio p € k[z1,...,z,], entdo o anel de coordenadas de V é
dado por k[z1,...,2,]/(p). De fato, uma fungao regular f : V' — k pode ser identificada com um polindémio
g(z1,...,zn) = f(z1,...,2,), para algum g € klzq,...,2,]. Como o dominio de f é o conjunto de pontos
onde p se anula, se g1, g2 € k[x1,...,2,] s@o iguais, ou seja g1 — g2 = 0, no conjunto V, onde p = 0, entdo
podemos identificar g1 e g2 com a mesma fungao regular. Portanto, se g1 — g2 € (p), eles representam a mesma
fungao regular em V.

(3) Como caso particular do exemplo anterior, k|GL,,] ~ k[A"2+1]/<;U0 det(z;;) — 1) ~ k[A"Q].

(4) Como outro caso particular do segundo exemplo, k[SL,,] ~ k[A’LQ}/<det(xij) - 1).

Apesar das técnicas serem distintas, a maior parte dos resultados deste curso serdao véalidos tanto para variedades
diferencidveis (sobre R) quanto para variedades algébricas (sobre C). A partir de agora, nés chamaremos variedades
diferenciaveis e algébricas simplesmente de variedade; fungoes diferencidveis e funcoes regulares simplesmente de mor-
fismos de variedades; e denotaremos anel de coordenadas - de fungoes diferencidveis e fungoes regulares - simplesmente
por A(X).

2.3. Grupos de Lie. Nesta secao voltaremos a usar o corpo k = R ou C.

Definigao 2.12. Um grupo de Lie é um conjunto G munido de estruturas de variedade e grupo, tal que a multiplicacao
do grupo
m:GxG — X
(9,h) +— gh

e a inversa

1

.G — G
g — g

sao morfismos.



Observe que o fato da inversa ser morfismo é equivalente ao fato dela ser um isomorfismo. De fato, i(¢g71) = g,

V g € G. Portanto a inversa é a sua propria inversa.

Exemplo 2.13. (1) Considere o espago vetorial k™ como grupo aditivo, com a adigdo coordenada a coordenada no

(4)

corpo k. Dessa forma, k™ é munido de uma estrutura de grupo de Lie. De fato, a multiplicagao, m(z,y) = z+vy,
V z,y € k", é uma fungao polinomial e, portanto, diferencidvel e a inversa i(x) = —z, V € k™ também. Em
particular, a identidade desse grupo de Lie é (0,...,0) € k".

No caso em que n = 1, o grupo k é chamado de grupo aditivo e denotado por G, (k).
O grupo GL,(R) munido com a multiplicacao usual de matrizes é um grupo de Lie. J4 vimos que GL,(R)
é uma variedade n?-dimensional. A multiplicacio de matrizes é polinomial (de grau dois nas entradas das
matrizes) e, portanto, diferencidvel. Da mesma forma, a inversa de uma matriz pode ser obtida pela regra de
Cramer, que s6 envolve determinantes. Portanto a inversa também é uma fungao polinomial e diferencidvel.
A identidade de GL,,(R) é a matriz identidade de ordem n.
Se H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie G, entao H é um subgrupo de Lie. No contexto diferencidvel,
este resultado é um teorema cldssico conhecido como Teorema de Cartan do subgrupo fechado. No contexto
algébrico isso segue do fato que todo subconjunto fechado é uma variedade algébrica afim.
Para cada n > 0, o subgrupo SL, (k) = {A € GL, (k) | det A = 1} é um grupo de Lie. De fato, SL, (k) é um
subgrupo fechado de GL,, (k).

Definigao 2.14. Um morfismo entre grupos de Lie G; e G5 é um morfismo G; — G2 de variedades e um homomorfismo

de grupos. Um isomorfismo entre grupos de Lie é um isomorfismo de variedades que é um isomorfismo de grupos.

Exemplo 2.15. Em um grupo de Lie G é possivel definir, para cada g € G, as fungoes:

(1)

Ey: G — L
, chamada de translacao a esquerda por g.
h — gh
D,:G —
g , chamada de translacdo a direita por g.
h — hg
Ci:G — G
g , chamada de conjugacdo por g.
h +—— ghg™!

Proposigao 2.16. Em um grupo de Lie, as translagoes e as conjugagoes sao isomorfismos.

Dem: Considere um grupo de Lie G. Basta mostrar que translagoes a esquerda sao isomorfismos. De fato, a demons-

tracao ¢ andloga para translagoes a direita e toda conjugagio ¢ composicio de translagoes, a saber, Cy = Dy-1 0 E;

para todo g € G. Como m : G x G — G é um morfismo, E; : G — G também é. Além disso, para cada g € G, E,-1 é

o morfismo inverso de F,. Portanto, translagoes a esquerda sao automorfismos de G. |

Definicao 2.17. Sejam G um grupo de Lie e V um espago vetorial. Uma representacdo de G é um morfismo de

grupos de Lie p : G — GL(V).

Exemplo 2.18.

(1)

(2)

(3)

Representagdo natural. Se G é um subgrupo fechado de GL, (k), entdo existe uma representacido natural
Representagao Adjunta. Considere G = GL, (k) e V = gl,, (k). Existe uma representacao de G em V definida

via conjugacao de matrizes. Explicitamente
Ad: GL,(k) — GL(gl,(k))
A = Ad(A): B~ (ABA™Y)
Translacao & esquerda. Para cada g € G, podemos considerar a seguinte transformacao linear em V = A(G)
E;: A(G) A(G)
E

—
fo— 7

Q

Isso induz uma representacao ¢ : G — GL(A(G)), onde £(g) = Ej.
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2.4. Espago Tangente. Sejam M uma variedade de dimensao d e p € M.

Definicao 2.19. Uma derivagao em p é uma transformacao linear d : A(M) — k, satisfazendo

d(fg) = f(p)d(g) +d(f)g(p),

para quaisquer f,g € A(M). O conjunto de todas as derivagdes de A(M) em p é um espago vetorial chamado de

espaco tangente a M em p e denotado por T, M. Um elemento de T, M é chamado de vetor tangente a M no ponto p.

Observe que:
(1) Se f € A(M) for constante, entdo d(f) = 0, para qualquer d € T,M.
(2) Se f(p) = g(p) =0, entao d(fg) = 0, para qualquer d € T,M.

Definigao 2.20. Sejam F': M — N um morfismo de variedades e p € M. A funcao
F,: TpM — TF(p)N
X — X(—oF)

é chamada de push-forward ou diferencial associada a F.

Exercicio 2.21. (1) Mostre que F.(X) é de fato uma derivagao em A(N).
(2) Se F for um isomorfismo, mostre que Fy é um isomorfismo linear. EM particular, observe que, como a

multiplicacdo a esquerda é um isomorfismo, para cada g € G, o morfismo
Eg* TG — TG
x +—> x(—oE,)

é um isomorfismo linear.

Definicao 2.22. Seja M uma variedade. Um campo vetorial em M é uma fungao
XM — (UeemT,M)
p — X,
tal que, X, € T, M e, para toda f € A(M), a funcdo induzida
X(f): M — k
p— X(f)

é um elemento de A(M).

Considere X,Y campos vetoriais em uma variedade M e um ponto p € M. Dada uma fungao f € A(M), obtemos
uma nova fun¢io X (f) € A(M). Como Y,, € T, M, podemos aplicar Y}, em X (f) para obter Y,,(X(f)) € k. Obviamente

podemos fazer o contrario e obter X, (Y (f)) € k. A pergunta natural é: qual é a diferenca entre eles?

Definigao 2.23. Dada uma variedade M, um ponto p € M e dois campos vetoriais, X,Y, em M, defina o colchete

de Lie de X,Y como a transformagao linear
(X.Y],: AM) — k
fo— Xp(Y(f)) = Y (X(f))
Proposicao 2.24. Para quaisquer dois campos vetoriais X,Y em M, [X,Y], satisfaz as seguintes propriedades:

(1) [X,Y], € T,M.

(2) A aplicagao p — [X,Y], define um campo vetorial suave em M que satisfaz
(X, Y]f = XY(f) = YX(f).
Demonstragio. [Lee03, Lemma 13.1] [ |

Vamos denotar por X(M) o A(M)-médulo que consiste dos campos vetoriais na variedade M. Segue que X (M)

munido do colchete de Lie [, | é uma dlgebra de Lie, chamada de dlgebra de Lie dos campos de vetores de M.
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2.5. Algebras de Lie de grupos de Lie. Nessa subsecao nds vamos obter uma classe especial de espagos tangentes

associados a um grupo de Lie, que formam uma familia bem particular de algebras de Lie.

Definigao 2.25. Seja G um grupo de Lie. Defina a dlgebra de Lie de G como o espaco tangente a variedade G na
identidade do grupo, T.G = g.

Seja ¢ : G — H um morfismo de grupos de Lie. Existe um morfismo entre as dlgebras de Lie correspondentes,
a saber, o, : g — b, onde p,(x) = x(— o ) para cada x € g. Com isso, nds associamos aos grupos de Lie e seus

morfismos, algebras de Lie e seus morfismos.

Exemplo 2.26. Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G. A inclusao ¢t : H C_~ G é um morfismo injetor
de variedades. Portanto ¢ pode ser visto como um isomorfismo entre H e um subgrupo fechado de G. Dessa forma, a

derivada de ¢ é uma inclusao de élgebras de Lie ¢, : h C~ g.

Observagao 2.27. Em todo grupo de Lie G a dimensao da algebra de Lie de G (como espago vetorial) é igual a

dimensao de G (como variedade).

Apesar das observagoes acima nos permitirem calcular a estrutura de espago vetorial da algebra de Lie associada a
um grupo de Lie G, ela ndo é muito conveniente para calcular o colchete de Lie em T,G. Para isso, vamos introduzir

uma segunda caracterizacao de T.G.

Definigao 2.28. Dado um grupo de Lie G, defina £(G) como o conjunto de transformacoes lineares § : A(G) — A(G),

satisfazendo:

(1) o(f1f2) = f10(f2) + 6(f1) f2, para quaisquer f1, f2 € A(G).
(2) Eg" 06 =060E,", para todo g € G.

Proposigao 2.29. Para todo grupo de Lie G, o conjunto £(G) tem uma estrutura de algebra de Lie.

Demonstra¢do. Primeiro vamos introduzir um colchete em L(G), definido pelo comutador, ou seja, para quaisquer
dy,dy € L(G), defina [dy, d2] = dy 0 dy — da o dy. Observe que [dy, ds] satisfaz a anti-comutatividade e a identidade de
Jacobi. Agora vamos mostrar que, de fato, [dy, ds] € L(G). Para quaisquer f, g € A(G)

dy o dz(fg) = di(fd2(g) + d2(f)g)

= di(fda(g)) + di(d2(f)g)

= fdi(d2(g)) + di(f)d2(g) + d1(d2(f))g + d2(f)dr(g)
d o di(fg) = da(fdi(g) + di(f)g)

= da(fdi(g)) + d2(d1(f)g)
= fd2(di(g)) + d2(f)d1(g) + d2(d1(f))g + di(f)d2(g)-

Portanto (dy ody —dg ody)(fg) = (d1oda —daody)(f)g+ f(di oda — d2 0dy)(g). Além disso

oldy,dy] = E; odyody— E;  odyod,
=di1oE; ody—deoE;" ody
=diodyoE," —doodi o Ey”
= [d1,d2] o E;*

Portanto £(G), munido do colchete definido pelo comutador, é uma algebra de Lie. |

Teorema 2.30. Para todo grupo de Lie G, existe um isomorfismo de élgebras de Lie entre £L(G) e T.G.
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Demonstragcdo. Observe que, como as derivagdes de § € L(G) sdo invariantes & esquerda e E, age transitivamente em

G, a fungao § é determinada unicamente por sua avaliagao no ponto e € G. De fato, para todo g € G

5f(g)=0f(g-e)
= E,"(6(/))(e)
= 0(Ey" f)(e)
= (8f")(e),

onde f' = E;* f. Por outro lado, considere f1, fo € A(G) e x € T.G. Para cada g € G, defina

Entao

X(f1f2)(g) = x((f1f2) o Ey)
=x(Eg"(f1)Eg"(f2))
= Eg" fi(e)x(Eg" f2) + x(Eg" f1)Eq" f2(e)
= f1(9)(Xf2(9)) + (X[f1(9)) f2(9)-

Isso significa que X(f1 f2) = f1(Xf2) + (Xf1) f2. Além disso,

Ey"(Xf)(h) = Xf(gh)
= x(En"(E," f))
= X(Ey" f)(R)-

Portanto E,* o X = Xo E;* e X € L(G).

Isso mostra que a funcao avaliagao

pe: L(G) — T.G
0 — (6_)(6)7

ou seja a avaliagao da derivacao na identidade do grupo G, € a inversa da fungao convolugao

:T.G — L(G)
X — X

construida acima. Por fim, vamos mostrar que a avaliagdo é um morfismo de algebras de Lie. Dadas d1,ds € L(G) e

f e AG),
[d1, d2] f(e) = di(d2(f))(e) — da(di(f))(e)
= (d1 — (€))(d2(f)) — (d2 — (€))(dr([)),
que é exatamente a expressao do colchete em T.G. |

Exemplo 2.31. Usando a descricao de certos anéis de coordenadas no Exemplo 2.11, vamos calcular alguns espagos

tangentes.
(1) Para cada n € N, vamos calcular Tp(k™) ~ k™. Primeiro, observe que uma derivagao d : k[z1,...,z,] = k é
unicamente determinada pelo conjunto {d(z1),...,d(z,)} Ck (j& que d(k) = 0 e d segue a regra de Leibniz).

Considere as derivadas direcionais
Oi: Klxy, ..., 2] — k
x; — 0y
e observe que o conjunto {9i,...,0,} é linearmente independente. Como a dimensdo de Tp(k™) é n (cf.
Observagao 2.27), j& temos uma base para Tp(k™).
Para calcular o colchete, vamos fixar a base {01, ...,0,} para Tok™. Como todo elemento ¢ € L(k™) é da

forma E__d para algum d € Tok", temos que calcular E__0;, para cada ¢ =1,...,n. Dado g = (g1,...,9n) €
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k", temos (Ey, 0;(x;)) = (0;(z; o E,)). Entao precisamos calcular (z; o Ey) em termos de {z1,...,z,}. Dado
h=(hi,...,hy) € k", temos (z; o Ey)(h) = z;(g + h) = (g; + h;). Portanto (z; o Ey) = (z; + g;), para cada
g € k". Entao temos
(Eq,0i(x;)) = (0i(x; 0 Ey))

= 0i(x; + 9;)

= 0i(x;) + 0i(g;)

=0;; +0.
Com isso concluimos que £L(G) é gerado por 01, ...,0, : K[z1,...,z,] = k[z1,...,2,]. Em termos de dlgebra

de Lie, temos

[0, 05](zx) = 0;(0; (k) — 0 (i (w))

Portanto Tp(k™) ~ k™ como dlgebra de Lie abeliana. Em particular, To(G,(k)) ~ k, munido do colchete
trivial.
An2+1]

Lembre que A(GL,,) é isomorfo a um quociente de k| . Considere as funcoes coordenadas

l’ijIG — k (E02G — k
A — aij A —s det(A)L,

que certamente geral A(GL,). Uma derivagdo d : A(GL,) — k é unicamente determinada pelo conjunto

{d(z0),d(xj) | i, =1,...,n}. Considere as derivadas direcionais definidas por

8ijZA(GLn) — k
Ty +H— 5ik5j€-

Observe que o conjunto {8;; | i,j = 1,...,n} é linearmente independente. Como dim(T}q, (GL,)) = n?, temos
de fato uma base.

Para calcular a estrutura de dlgebra de Lie de Tiq, (GL,,), vamos novamente transferir o célculo para L(G).
Primeiro observe que {E_,9;; | i, = 1,...,n} é uma base de £L(G). Portanto precisamos primeiro calcular
E, . 0; paracadai,j=1,...,neg € G. De fato, vamos mostrar que, E; _0;; = >_;_, griOk; para cada g € G.
Para cada ., temos Ey 0;j(xay) = Oij(xap © Ey). Entao precisamos primeiro calcular (zq, 0 £y) em termos

do elementos do conjunto {z;; | i,j =1,...,n}.

(zab 0 Eg)(h) = zap(gh)
= Zgachclr
c=1

Portanto (4 © Eg) = > oy GacTep. Com isso, temos

Ey,0ij(wap) = 0ij(Tab 0 Ey)
= aij (Z gacl‘cb>
c=1
= Z gacaij (xcb)
c=1

n
= Z gac(sicéjb
c=1

= 0jbYai-
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Por outro lado,

n n
> 9kiOkj(Tab) = Y Gridkadjp
k=1 k=1
= Gai0jb-

Com isso, concluimos que E_,8;; = >.}'_, 210k, ¢ finalmente podemos calcular [(E_,8;;), (E-,0k)]. Pela

férmula anterior, temos

[(E_,055), (E_ 0ke)] = [(i maiaaj> , (i Iblﬁbé)]
a=1 b=1

= Z [€aiOa;, ok Obe]
a,b=1

n

= E (ai0aj © TokObr — LokObe © T4i0aj)-
a,b=1

Entao basta calcular Y., 1 24i0aj © TpkObe(Tyz) — D on 1 TokObe © TqiOaj(2y2), para cada y,z =1,...,n.

n
E $az aj Oxbkabl xyz § xaz aj xbk5by5lz)
a,b=1 a,b=1

= 6lz Z xaiaaj (xyk:)
a=1
= 6€z6jkrmyi-

Para obter um elemento em Tiq, (GL,), precisamos avaliar em id,,, de onde obtemos que 6.8 ,2y;(id,) =
0¢20;10y; = 0;10;0(yz). Analogamente ZZ,b:1 TpkObe © Tai0qj(Xyz) = 05200y, €, avaliando em id,,, obtemos
5jz5€i1'yk (idn) = 5jz5€i5yk = 6li8kj (xyz)

Com isso, podemos calcular o colchete em Tiq, (GLy), concluindo que

(05, Oke) = 0050 — 04iOk;j,

que é a férmula do comutador de matrizes. Por isso concluimos que T.(GL, (k)) ~ gl,, (k).

(3) Como SL, (k) C GLy,(k), temos que Tiq, (SLy) C gl,. Além disso, dim Tiq, (SL,,) = n? — 1, ja que SLa(k) ser
definido pela condi¢do det A = 1. Como a derivada do determinante é o trago, Ti4, (SL,) é formado pelas
matrizes de trago zero em gl,, (k). A estrutura de colchete de Lie, que é induzida de g, (k), segue do exemplo
anterior. Portanto Tiq, (SLy,(k)) ~ s, (k).

3. TERCEIRA AULA

Nesta aula, nosso objetivo é apresentar as variedades bandeira e obter uma descricao destas em termos de certas
representagoes de dlgebras de Lie. Vamos ilustrar esta relagdo com detalhes para o caso em que G = SLy(C) enquanto

vamos apenas estabelecer alguns resultados para casos mais gerais.

3.1. Exponenciagao de Matrizes e agao de grupos. A aplicagao exponencial permite obter um elemento no
grupo de Lie a partir de um dado elemento em sua algebra de Lie. No caso especifico do grupo de matrizes, temos a

seguinte definicao.

Definigao 3.1. A exponencial de um elemento x € gl,, (k) é o elemento exp(x) € GL,, (k) dado por

oo n

(3.1) exp(x) = Z %
n=0 "
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Exemplo 3.2. Pela férmula det(exp(x)) = exp(tr(x)), concluimos que a exponencial de uma matriz com trago nulo
é uma matriz de determinante 1. Em particular, observe que SLa(k) pode ser construido exponenciando matrizes em

sly(k). De fato, variando a,b € k,

geram o grupo SLa (k).

Definicao 3.3. Dados um grupo G de Lie e uma variedade M, uma acao de G em M é um morfismo de variedades
a:Gx M — M. Em geral, denotamos a(g,p) = g - p. Neste caso, M é chamada de G-espaco.

Se X é um G-espaco e x € X, defina a drbita de x pela agdo de G como o conjunto G-z ={g-z | g € G}. O
subgrupo de isotropia em x, denotado por G, é definido como o subgrupo que consiste dos elementos de G que fixam

z, isto é Gy ={g € G| gz = z}.

Observagao 3.4. Vamos relembrar a construcao do quociente de um grupo por um subgrupo. Dado um grupo G
e um subgrupo H C G, o quociente G/H é o conjunto de classes de equivaléncia da relacdo de equivaléncia em G:
g1 ~ g2 se, e somente se, g = goh, para algum h € H. Entao as classes de equivaléncia, ou seja os elementos de G/H,
sao denotados por gH, g € G.

Se H,G forem variedades, podemos considerar a seguinte topologia no quociente G/H. Primeiro considere o
morfismo quociente 7 : G — G/H. Os abertos U C G/H sao tais que 7~1(U) C G sao abertos. Se G for um grupo
de Lie e H for um subgrupo fechado, o quociente admite uma estrutura de variedade (cf. [Lee03, Theorem 7.15] e
[Hum?75, §12]).

Proposigao 3.5. Sejam G um grupo de Lie e M um G-espago. Entao, para cada z € M, G, é um subgrupo fechado
e a funcao
F:G/G, — G-z
gG, — g -z

é um isomorfismo.
Demonstragao. [Lee03, Theorem 7.19] [ |
3.2. Variedades Projetivas.

Definicao 3.6. Seja V um k-espago vetorial. O espaco projetivo P(V)) é um espago topoldgico consistindo de retas
passando pela origem de V. Se dimV = (d + 1), vamos denotar P(V) = P? ¢ um ponto ¢ € P* por qualquer um dos
pontos [xg: @y :---:xg] € L\ {0}

Um subconjunto X C P(V) = P" é uma variedade projetiva, se existe uma familia de polindmios homogéneos

Pl Dk € K[zo, ..., x,] tais que X = {[zg: -+ x,) €P(V) | pi(zo, - ,2n) =0,Vi=1,...,k}.

Exemplo 3.7.
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(1) Todo espago projetivo é uma variedade projetiva, j& que o polinémio p = 0 é homogéneo. Em particular, P!
pode ser imaginado da seguinte forma. Comecamos com R? e consideramos as retas passando pela origem:
Em geral, podemos pensar indutivamente em P" como uma metade da esfera S™, com o meridiano S™~!
indentificado como um P" 1.

2) Para todo n > 0, podemos identificar P* c P"*! da seguinte forma

» P g
Pt — pntt

[ag:---:ap] = Jag:---:an:0]
(3) Considere P(V) =P, A € R e py(z0,21) = 2o — Az1 um polindémio homogéneo. O conjunto
{LeP(V) | p(t) =0} = {[zo : 1] € P! | &g = Az }.

Ou seja, todo ponto em P! é uma variedade projetiva fechada. Usando a incluséo do item anterior, mostramos

que esse fato vale em geral: todo ponto em P" é fechado.

Definigao 3.8. Dado um espago vetorial V' de dimenséo n, seja d = (dy, .. ., dj) uma sequéncia de inteiros satisfazendo

0<d; <---<di <n. Uma bandeira em V é uma cadeia
0)=VoCVy C---CVy CV,

onde V4, C V é um subespago vetorial, para todoi =1,...,k. Se k =n e dimVy, = d; para todo i = 1,...,n, entao
a bandeira é chamada de completa. O conjunto formado por todas as bandeiras em V serda chamado de espaco de
bandeiras de V.

O espago de bandeiras é uma variedade projetiva. Esse resultado serd mostrado, em um contexto um pouco diferente,
na préxima se¢do. Além de outros conceitos, ele estd relacionado a imersdao de Pliicker (cf. [Hum?75, §1.8]), que realiza

explicitamente as variedades Grassmannianas como subvariedades de um espago projetivo.
3.3. Teorema principal e generalizacoes.

Teorema 3.9. Sejam G = SLy(k) e B C G o subgrupo de matrizes triangulares superiores (com diagonal). A

variedade G/B é uma variedade projetiva.

Demonstragao. Primeiro lembre que G/B é uma variedade (cf. Observagao 3.4). Agora vamos identificar G/B com
P(V), onde V é uma representacao irredutivel de sly(k). Considere V' = L(1) (cf. Teorema 1.37). Vamos definir
uma representacdo de G em V. Para isso, basta definir a representacdo nos geradores de G. Lembre que L(1) é
2-dimensional e tem uma base {eg, e; } satisfazendo

yeo = e1 yer =0

xeg =0 xei = €g.

Entao definimos

8

(a)eg = e
z(a)e; = ey + aeg

y(b)eg = eg + bey

(0)
(0)

y(bler = e1
. (1 a . (10
de modo que a matriz de x(a) na base {eg,e1} é 0 1 e a matriz de y(b) na base {eg,e1} é . Com

isso, temos uma representacao de SLz(k), que induz uma agao de SLa(k) em P(L(1)), pois essa representagao ¢ linear.
Agora observe que a ¢rbita da linha £y = keg sob acao de B é £y. Ou seja £y é um ponto fixo da acao de B e
B estd no subgrupo de isotropia de £5. Além disto, toda matriz que fixa £y é triangular superior em G. Portanto,

B é o subgrupo de isotropia de ¢y. Note também que a 6rbita de ¢y por todo grupo G é P(V). De fato, todo vetor
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(a,c) € P(L(1)) pode ser obtido pela agao da matriz ( “
c

que G/B ~P(L(1)), e que G/B 6, de fato, uma variedade projetiva. [ |

> em {y. Finalmente, pela Proposicao 3.5, concluimos

Observe que é possivel identificar G/B com o espaco de bandeiras completas em L(1). De fato, uma bandeira
completa em um espaco 2-dimensional é o mesmo que uma escolha de um subespaco unidimensional, ou seja uma

linha em L(1) ou um ponto em P(L(1)). Como
a c Ty ([ ar (ay+ cr1)
b d 0 2t ) bz (y+da=?) )’
um ponto [a : b] € P(L(1)) pode ser identificado com a classe lateral ( Z ccl ) B e SLy(k)/B.

Agora vamos estabelecer algumas generalizagoes. Considere G = SL,, (k) cuja &lgebra de Lie é dada por sl, (k).
Vamos relembrar a seguinte generalizacao do teorema de representacao de sla(k) enunciado ao final da primeira aula:
“ Dada uma 4lgebra de Lie g semissimples complexa, existe um subconjunto P* C h* tal que, para cada A € P,

7

existe uma tnica representagao irredutivel p: g — gl(L(X))

Observagao 3.10. Como o resultado acima é valido para uma dlgebra de Lie semissimples complexa, vamos considerar
k = C. Entretanto, vale ressaltar que o resultado acima pode também ser estabelecido para k = R sob certas condicoes.
O caso mais imediato se d& no contexto de formas reais normais g, isto é, aquelas em que o posto da algebra abeliana
a C s coincide com o posto da subalgebra de Cartan h do complexificado de gq. O caso geral pode ser encontrado em
[GIT98].

(1) B: o subgrupo das matrizes triangulares superiores.
e Considere a acio canénica de G em k"™, Se {eq, ..., e,} for uma base para k"™* entdo a érbita da linha
Ly = keg é £y, a orbita do subespago ¢1 gerado por eg e eq, isto é, {1 = key Dkey é ¢1 e, assim por diante,
a Orbita do subespago ¢, gerado por eg, ..., e, é . Portanto, B é o subgrupo de isotropia da variedade
bandeira formada pelos vetores bédsicos. Como a variedade bandeira completa pode ser obtida pela acao
de G na bandeira formada pelos vetores bdsicos segue que, pela Proposi¢ao 3.5, G/B se indentifica a uma
variedade bandeira completa.
e Por outro lado, pelo teorema da representacao de sl (k), é possivel identificar G/B a uma érbita fechada
no espago P(L())), para algum \ € PT.
Desta forma, juntando estas duas identificagoes, a variedade bandeira completa pode ser vista como uma
variedade projetiva.
(2) P (em vez de B): o subgrupo das matrizes triangulares superiores em blocos. Vamos supor que sejam dois
blocos de tamanhos k e (n + 1 — k).
e Assim como feito acima, obtém-se P como o subgrupo de isotropia da variedade bandeira formada pelos
k primeiros vetores bésicos de modo que G/ P se identifica a variedade bandeira formada pelos subespagos

k"t que é a conhecida variedade Grassmanniana Gry(n).

k-dimensionais em
e Por outro lado, existe um pp € PT e uma representagao irredutivel L(ug) da dlgebra de Lie sl, (k) tal

que G/P é uma 6rbita fechada em P(L(u)). Neste caso, obtém-se explicitamente que L(uz) = A" k™!
(cf. [Sanl0, Capitulo 11]).

Desta forma, a variedade bandeira Grg(n) se identifica a uma érbita em P(A" k")

. Esta representacao

de Grg(n) é conhecida como mergulho de Pliicker.
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